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Resumen: El célculo del volumen de una esfera en dimensiones mayores
que n=3 constituye un problema clasico en matematicas y aparece con
frecuencia en cursos avanzados de célculo y analisis matematico. Sin
embargo, en muchos textos la deduccion de la formula general para el
volumen de una esfera en n-dimensiones, conocida como hiperesfera, suele
presentarse de forma breve y poco accesible para el lector no especializado.
El objetivo de este trabajo es presentar una derivacion detallada y didactica
de la expresion general para el volumen de una hiperesfera de radio R en
un espacio euclidiano de n-dimensiones. Para ello se emplea la
transformacion a coordenadas hiperesféricas y el uso de las funciones
Gamma y Beta. La deduccidn permite obtener una expresion compacta que
generaliza las formulas conocidas para una dimension, dos dimensiones
(circulo) y tres dimensiones (esfera ordinaria). Finalmente, se analiza el
comportamiento del volumen cuando el nimero de dimensiones crece
indefinidamente, mostrando que su valor presenta comportamientos
contraintuitivos dependiendo del radio considerado. Este analisis ilustra
cémo las matematicas permiten explorar propiedades geométricas en
espacios de dimensiones arbitrarias.

Palabras clave: hiperesfera, volumen en n dimensiones, funcion gamma,
geometria multidimensional.
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Abstract

The calculation of the volume of a sphere in dimensions greater than n=3 is a classical
problem in mathematics and frequently appears in advanced calculus and mathematical
analysis courses. However, in many textbooks the derivation of the general formula for the
volume of an n-dimensional sphere, commonly known as a hypersphere, is presented briefly
and often lacks pedagogical clarity. The aim of this work is to present a detailed and
accessible derivation of the general expression for the volume of a hypersphere of radius R
in an n-dimensional Euclidean space. The derivation is based on the use of hyperspherical
coordinates and the properties of the Gamma and Beta functions. This approach leads to a
compact formula that generalizes the well-known results for one dimension, two dimensions
(circle), and three dimensions (ordinary sphere). Finally, the behavior of the hypersphere
volume is analyzed as the number of dimensions approaches infinity, revealing
counterintuitive geometric properties depending on the value of the radius. This study
highlights how mathematical methods allow the exploration of geometric structures in spaces
of arbitrary dimension.
Keywords: hypersphere, n-dimensional volume, gamma function, multidimensional

geometry.

Introduccion

La geometria del espacio en el que vivimos estd intimamente ligada a nuestra
experiencia cotidiana. Nuestros sentidos estan adaptados a un entorno tridimensional en el
que los objetos poseen largo, ancho y alto, lo que permite describir su posicion mediante tres
coordenadas espaciales. Desde el punto de vista matematico, este tipo de espacio se modela
mediante la geometria euclidiana tridimensional, donde la posicion de un punto queda
determinada por un conjunto de coordenadas cartesianas (x;, x5, x3) (Marsden & Tromba,
2003). Sin embargo, las matematicas permiten extender de manera natural estos conceptos a
espacios de dimension arbitraria, donde un punto puede describirse mediante n-coordenadas
(x4, x5, x3, ..., X, ). EStos espacios multidimensionales aparecen con frecuencia en diversas
areas de la matematica moderna, la fisica tedrica, la estadistica y el anélisis de datos (Arfken
& Weber, 2012; Tu, 2011).
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Aunque resulta dificil visualizar objetos geométricos en dimensiones superiores a tres, las
herramientas matematicas permiten describirlos con precisién. Por ejemplo, la
generalizacion natural de la esfera tridimensional es la Ilamada hiperesfera, definida como el
conjunto de puntos en un espacio euclidiano de n-dimensiones cuya distancia al origen es
constante. Esta definicion constituye una extension directa de la ecuacion de la esfera
conocida en tres dimensiones (Stewart, 2015). De manera analoga, otras figuras geométricas
pueden extenderse a dimensiones superiores, como el hipercubo, los cuales han sido objeto
de estudio tanto en geometria como en anélisis matematico (Conway & Sloane, 1999).

El estudio del volumen de la esfera posee una larga historia dentro de las matemaéticas. En la
antigua Grecia, Arquimedes demostré que el volumen de una esfera es igual a dos tercios del
volumen del cilindro que la circunscribe, obteniendo asi la conocida expresion mostrada en
la Ec. 1.

4
V= §TL’R3, Ec.(1)

resultado que constituye uno de los logros mas notables de la geometria clasica (Archimedes,
1964; Boyer, 1991). Durante los siglos posteriores, el desarrollo del calculo diferencial e
integral permitio formalizar el calculo de areas y volimenes mediante métodos analiticos.
Los trabajos de Newton y Leibniz sentaron las bases del calculo moderno, lo que permitié
extender estas ideas a problemas geométricos mas generales (Courant & John, 1996). Con el
desarrollo del céalculo multivariable y del anélisis matematico, surgié la posibilidad de
estudiar volimenes en espacios de dimension arbitraria. En este contexto, la deduccion del
volumen de la hiperesfera puede realizarse utilizando coordenadas generalizadas vy
herramientas analiticas como las funciones Gamma y Beta, las cuales aparecen de manera
natural en maltiples problemas de matemaéticas y fisica matematica (Artin, 1964; Arfken &
Weber, 2012). Estas funciones permiten expresar de forma compacta el volumen de una
hiperesfera de radio R n-dimensiones mediante una formula general que depende Unicamente

de la dimension del espacio y del radio de la esfera.

Un aspecto particularmente interesante de la geometria en espacios de muchas dimensiones
es que muchas de sus propiedades resultan contraintuitivas. Por ejemplo, el volumen de una

hiperesfera de radio unitario no crece indefinidamente al aumentar la dimension del espacio;
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por el contrario, a partir de cierto valor de n comienza a decrecer rapidamente y tiende a cero
cuando n se hace muy grande. Este comportamiento ha sido ampliamente estudiado en areas
como la geometria convexa, la teoria de la medida y el analisis de alta dimensiéon (Ball, 1997;
Folland, 1999).

El objetivo de este articulo es presentar una derivacion clara y detallada del volumen de una
hiperesfera en n-dimensiones, utilizando coordenadas hiperesféricas y las propiedades de las
funciones Gamma y Beta. Ademas, se analizara el comportamiento del volumen cuando el
namero de dimensiones crece indefinidamente, mostrando algunos resultados sorprendentes
que ilustran la riqueza de la geometria multidimensional. Este enfoque pretende ofrecer una
exposicion accesible para estudiantes y lectores interesados en las matematicas, manteniendo
al mismo tiempo el rigor necesario para comprender el origen de la expresion general del

volumen de la hiperesfera.

Materiales y métodos
Derivacién del volumen de una hiperesfera en n-dimensiones

Para determinar el volumen de una esfera en un espacio de dimension arbitraria,
consideremos primero la definicion general de una esfera en un espacio euclidiano n-
dimensional. Una hiperesfera de radio R centrada en el origen se define como el conjunto

de puntos que satisfacen la Ec. 2.
x? +x2 + x5 + -+ x2 = R?, Ec.(2)

Esta expresion constituye una generalizacion directa de la ecuacion conocida de la esfera en
tres dimensiones. Para calcular el volumen contenido dentro de esta superficie utilizaremos
una transformacion de coordenadas cartesianas a coordenadas hiperesféricas. Este sistema de
coordenadas constituye una extension del sistema de coordenadas polares y esféricas a
espacios de dimension arbitraria. En un espacio de n-dimensiones, las coordenadas
cartesianas (x4, x5, ..., X,,) Sé transforman en coordenadas hiperesféricas (r, 01,65, ..., 0,,_1).

En n dimensiones, estas coordenadas se representan como:

671



RIISDS; ISSN: 2448-8003; Afio 10, No. 1; 2024

x; =rcos(6,)
= rsin(6,)cos(6,)
x3 = rsin(0,)sin(6,)cos(63)

=
N)
|

Xp—1 = rsin(6;)sin(6,) -+~ sin(6,,_,)cos(0,,_1)
X, = rsin(6,)sin(8,) - sin(6,,_,)sin(6,_,)

En este sistema de coordenadas, el elemento diferencial de volumen se obtiene a partir del
jacobiano de la transformacion, resultando la Ec. 3:

dV,,(R) = r"*1sin®2(6,)sin®3(6,) ---sin(6,,_,) dO,,_; ---dB, dB, dr. Ec. (3)

El volumen total de la hiperesfera se obtiene integrando este elemento diferencial sobre todo
el dominio de las coordenadas (Ec. 4):

() = [ = [ an®, Ec. (4)

Los limites de integracion estan dados por

0<r<R,
0<86,,0,..,0,,<m,

0< Hn—l < 2m.

Para encontrar el volumen de la hiperesfera, integramos el elemento de volumen (Ec. 4),

sobre todas las coordenadas (Ec. 5):
Va (R) =

R ,m T 2T
= j j j ] Tn_l Sinn_z (Hl)sinn_3(92)sin(9n_2) d@n_l dez d01 dT‘ = EC. (5)
0 Yo (V]

T

R b4 T 2
= f rn-t drf sin" 2 (0,) do, f sin®3 (6,) db, f sin (6,,_,) dB,,_, f do,_,,
0 0 0 0 0

La integral anterior (Ec. 5) puede resultar complicada de resolver, pero no lo es del todo. La
integral se puede separar en una parte radial y una parte angular, en la parte radial tenemos

(la primera integral, Ec. 6):

R Rn
f rldr = - Ec. (6)
0
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Por otra parte, la Gltima integral que pertenece a la parte angular es muy sencilla de realizar,

podemos notar en Ec. 7 que:
21
f d9n_1 = [6‘)’1—1]%” == ZT[ EC. (7)
0

Llegamos a la parte mas “complicada” que consiste en resolver las integrales angulares, es

decir, aquellas integrales que tienen la forma mostrada en Ec. 8
Y
f sin” (8) d#, Ec. (8)
0

donde k=n—2,n—3,...,2,1. Para ello vamos a usar la funcién Beta la cual esta

relacionada con la funcion Gamma, mediante la expresion mostrada en la Ec. 9.

1
B(x,y) = f t* T - tdt = rerey)

. T ty)’ Ec. (9)

Reescribamos la funcion B(x, y), haciendo el siguiente cambio de variable sea t = sin?(8).

Asi, dt = 2sin(0)cos(0) d6. Cuando t variade 0 a1, 8 variade 0 a % debido al cambio de

variable. Reescribimos la integral en términos de 6:
t = sin?(0)
1—t = cos?(6)
dt = 2sin(08)cos(6) dO
Sustituimos estas variables en la integral de la funcién Beta (Ec. 9):

B(x,y) =
j (sinz(@))x_1 (cosz(6))y_1251n(9)cos(0) de =
0

/2

2[ (sin?*72(9)) (cos®~2(0))sin(8)cos(6) dO =
011/2

Zf sin?*~1 (8)cos?Y~1(0) do
0

Por lo tanto, la funcion Beta la podemos reescribir como Ec. 10
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A

B(x»)’) =2 fESinzx_l (H)COSZy_l(H) do = F(X)F(y)

: _—F(x+y) . Ec. (10)

. . . k+1 1
Realizamos un cambio de variable de manera que sea x = - Yy=3 la Ec (10) se reduce

a lo mostrado en Ec. 11

: r)r@
B(x,y) = Zf sin® (8)cos®(8) d6 = 7 Ec. (11)
° r(=°)
Por otra parte, la integral de la Ec. (8) la podemos reescribir como Ec. 12,
s
- L
f sink (6) d6 = 2 j * sink (6) do. Ec. (12)
0 0
Finalmente, podemos ver en Ec. 13
T vnr
f sin® (8) do = k( ) Ec. (13)
: r(%)

donde hemos usado que I G) = ~/m. Recordemos que k = n — 2,n — 3, ...,2,1. Haciendo

uso de la Ec. (13) y haciendo los cambios de k, tenemos que,

Para 6;,k = n — 2, la integral se simplifica a:

T
J Sinn_z (91) d91 =
0

Para 6,, k = n — 3, la integral se simplifica a:

var (A9
r(*)

Y asi sucesivamente hasta la ultima integral, 8,,_,,parak = 1:

77:
J Sinn_3 (92) dez =
0
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r(2)

A . . b .
Esta ultima integral se puede resolver directamente evaluando fa sinudu = [—cosu]?, o

T
f in (6,_y) d0p_y =
0

evaluando las funciones Gamma, de manera que I’ (%) =Ir(l)=1yr (%) = %I’ G) = \/Z—E

pero nos conviene dejarla de manera implicita en terminos de la funcion Gamma. El producto

de todas las integrales angulares desarrollado es Ec. 14:

T T 2T n-2 1)
j()sin”‘2 CH) delfo sin®3 (6,) do, --- i dHn_1=2nU T% =
_|vrra ﬁf(%) ) Var (t5 ) var(* 21) B ro|_
rG Il L) I rE) rz)

n
212
= . Ec. (14)

rz)

La expresion de la Ec. (14) se puede simplificar debido que hay términos comunes tanto en

el numerador como en el denominador para los (n-2)-términos que se multiplican entre si,
quedando solamente I'(1) en el numerador y F(g) en el denominador, esto simplifica

bastante la expresion. Por dltimo, multiplicando la parte radial, Exp. (Ec. 6) y, angular Exp.
(Ec. 14), deducimos la expresion para determinar el volumen de una esfera en n-dimensiones,

mostrada en Ec. 15:

Vo(R) = — =— , Ec. (15)

donde I (2 + 1) = gl’ (ﬁ)

675



RIISDS; ISSN: 2448-8003; Afio 10, No. 1; 2024

Resultados y discusion

A partir de la deduccion presentada en la seccion anterior se obtuvo la expresion
general para el volumen de una hiperesfera de radio R en un espacio euclidiano de n-

dimensiones,

n
mT2R™

r(z+1)

Vu(R) =

Esta expresion constituye una generalizacion directa de las formulas conocidas para figuras
geométricas en dimensiones bajas. Para verificar su consistencia, es posible evaluar esta
ecuacion para diferentes valores de n. Para el caso de 1-dimension, i.e. n = 1, la Exp. (Ec.

15) se reduce a

1
m2R? VTR
V.(R) = - — 2R, Ec. (16)

rz+1) 2r@)

donde I (%) = +/m, véase la Fig. 1 (a) para su representacion geométrica que corresponde a

un segmento de linea de longitud 2R. Para 2-dimensiones, i.e. n = 2, la Exp. (Ec. 15) se

reduce a Ec. 17

2
m2R? TR?

V>(R) = F(%+ 1) = I )

= nR?, Ec. (17)

donde hemos usado que I'(n) = (n — 1)!,i.e. I'(2) = (2 — 1)! = 1. En este caso vemos que
el resultado obtenido coincide con el area de un circulo en 2-dimensiones, en la Fig. (1)b se

muestra su representacion geométrica.

Figura 1: (a) Esfera en una dimension de longitud 2R. (b) Esfera en dos dimensiones de radio R. (c)
Esfera en tres dimensiones de radio R.
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Para 3-dimensiones, i.e. n = 3, la Exp. (Ec. 15) se reduce a Ec. 18

3 3 3
m2R3 m2 R3 n2 R3 4 (3 1

rE+1) 7r@ 727G

donde hemos usado I G) =\nyr (g + 1) = gl“ (g) Podemos constatar que el resultado

obtenido corresponde al volumen de una esfera en 3-dimensiones; y cuya representacion
geométrica se muestra en la Fig. 1(c). De esta manera, la expresién general deducida
reproduce correctamente los resultados cldsicos en dimensiones bajas, lo cual confirma la
validez del procedimiento matematico empleado. Por ejemplo, si deseamos conocer el
volumen de una hiperesfera en 4-dimensiones, i.e. n = 4, con la Exp. (Ec. 15) deducimos

que su volumen es Ec. 19,

4
m2R* B m2R* B m2R*
4 r3) 2
r (7 n 1)

V,(R) = Ec. (19)

Comportamiento del volumen de una hiperesfera de radio unitario

5 -

=1)
=

w
L

Volumen de la hiperesfera (R

-
L

0 5 10 15 20 25 30
Dimensién n

Figura 2: Comportamiento del volumen de una hiperesfera de radio unitario calculada a
partir de la Exp. 15.

Una caracteristica interesante de la expresion general es que el volumen depende de
dos factores principales: el término R™, que refleja la dependencia con el radio de la esfera,
y el término de la Ec. 20
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N3

Ec. (20)

que depende Unicamente de la dimension del espacio. Este ultimo factor controla el
crecimiento o decrecimiento del volumen cuando la dimension aumenta. Para analizar el
comportamiento del volumen en dimensiones grandes, es conveniente utilizar la

aproximacion de Stirling para la funciébn Gamma, dada por la expresion de la Ec. 21,

zZ

r(z) ~ \/ﬁ(g) , Ec. (21)

Sustituyendo por g + 1 en la Exp., obtenemos la Ec. 22

L)

n 7 i1
r(5+1)z 2n(§+1) 26 , Ec. (22)
Para n muy grande, podemaos realizar la siguiente aproximacion %+ 1= % para obtener la
Ec. 23,
n
r (g + 1) ~ \/%(%)E Ec. (23)

Sustituyendo la Ec. 23 en la Exp. De la Ec. 15, deducimos la Ec. 24,

n n
TZR™ 1 <2TL’€R2>2 Ec. (24)
~ = . C.
" \/_ n % Vn n
m (z5)

De la Exp. se observa que para una hiperesfera de radio unitario (R = 1) el volumen no crece
indefinidamente con la dimension, ver Fig. 2. De hecho, el volumen aumenta inicialmente
hasta alcanzar un maximo alrededor de n = 5, véase la fig. 2, y posteriormente decrece
rapidamente conforme la dimension continta aumentando, tendiendo a cero cuando n — oo.
Otro aspecto relevante es la fuerte dependencia del volumen con el radio de la hiperesfera.
Si el radio es mayor que uno (R > 1), el término R™ crece exponencialmente con la

dimensién, lo que puede provocar que el volumen aumente rapidamente conforme n se
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incrementa. Por el contrario, si el radio es menor que uno (R < 1), el volumen decrece ain
mas rapidamente a medida que aumenta la dimensidn. Esto muestra que pequefias variaciones
en el radio pueden producir cambios muy significativos en el volumen cuando se trabaja en

espacios de dimensiones muy grandes.

El estudio del comportamiento geométrico en espacios de muchas dimensiones no es
Unicamente un ejercicio teorico. En las ultimas décadas estos conceptos han adquirido gran
relevancia en areas como la teoria de la informacion, el analisis funcional, la fisica estadistica
y, mas recientemente, el aprendizaje automatico y la ciencia de datos. En estos campos, los
objetos matematicos suelen describirse mediante vectores en espacios de dimension muy alta,
lo que hace necesario comprender las propiedades geométricas de tales espacios. En
particular, la geometria de hiperesferas y otros cuerpos convexos desempefia un papel
importante en problemas relacionados con la distribucion de puntos en espacios
multidimensionales, el andlisis de algoritmos y la comprensién de fendmenos como la
concentracion de medida. Estos resultados muestran cOmo una extension aparentemente
simple de un concepto geométrico clasico, como la esfera, puede conducir a propiedades
matematicas profundas cuando se analiza en dimensiones arbitrariamente grandes. En
conjunto, los resultados obtenidos ilustran como herramientas del calculo multivariable y del
analisis matematico permiten extender conceptos geométricos familiares a espacios de
dimensidén general. Ademas, ponen de manifiesto que la intuicion geométrica desarrollada en
tres dimensiones no siempre es suficiente para comprender el comportamiento de objetos en
espacios de alta dimension, lo que convierte a este tema en un &rea particularmente

interesante dentro de las matematicas modernas.

Conclusiones

En este articulo, hemos presentado una deduccion detallada para calcular el volumen
de una esfera en n-dimensiones, conocida como hiperesfera, utilizando coordenadas
hiperesféricas y la funcidon gamma. A través de esta deduccién, hemos demostrado que el
volumen de una hiperesfera de radio R en n-dimensiones estd dado por la expresion

generalizada:
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n
mT2R™

Vn(R) =

Al aplicar esta formula, verificamos los resultados para las dimensiones n = 1,2,3 y 4,
confirmando que coincide con las formulas conocidas para el volumen de una linea, un

circulo, una esfera tridimensional y una hiperesfera en cuatro dimensiones.

Adicionalmente, analizamos el comportamiento del volumen de la hiperesfera conforme n

tiende a infinito. Encontramos que:

* SiR <1, el volumen tiende a cero exponencialmente rapido.

* SiR > 1, el volumen tiende a infinito debido al crecimiento exponencial del término
R™.

Este comportamiento refleja la influencia significativa del radio en el volumen de la

hiperesfera a medida que aumentan las dimensiones, destacando como las matematicas

pueden proporcionar intuiciones fascinantes y contraintuitivas sobre la geometria en espacios

de alta dimensioén.

Finalmente, hemos demostrado la utilidad de las coordenadas hiperesféricas y la funcion
gamma en el célculo de volimenes en geometrias de dimensiones superiores, ofreciendo una

base s6lida para futuros estudios y aplicaciones en matematicas y fisica tedrica.
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